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Resumen

Este artı́culo presenta el diseño de un observador para resolver el problema de sincronización de sistemas caóticos de múltiple
enrollamiento. La propuesta consiste en el diseño de un observador de estado extendido para estimar las variable no medible, ası́
como, la no linealidad que genera el múltiple enrollamiento en la dinámica del sistema caótico. Además, se presenta un análisis
de estabilidad bajos los criterios de Lyapunov para demostrar que las soluciones se mantienen acotadas de manera uniforme.
Finalmente, se muestran resultados de simulación para ilustrar la efectividad del observador propuesto.
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Abstract

This article describes the design of an extended state observer (ESO) in order to solve the synchronization problem of chaotic
multi-scroll systems. In this proposal, ESO estimates the non-measurables state variable, as well as the non-linearity that generate
the multiple scrolls in the chaotic systems. In addition, Lyapunov criteria is presented in order to demostrate that solutions are
uniformly bounded. Finally, simulation results are shown to illustrate the effectiveness of the proposed observer.

Keywords: Multi-scroll chaotic system, observer, synchronization.

1. Introducción

Los sistemas caóticos son osciladores aperiodicos no linea-
les que presentan sensibilidad a las condiciones iniciales. En
1963, Edward N. Lorenz desarrolló el primer sistema de ecua-
ciones diferenciales de tercer orden que presentaba una dinámi-
ca caótica. Él se dio cuenta que cualquier variación en las condi-
ciones iniciales afectaba las condiciones finales (Lorenz, 1963).
Posteriormente, en 1979, Otto Rössler propone el primer sis-
tema hipercaótico. Este sistema consiste en una ecuación di-
ferencial de cuarto orden (Rossler, 1979). A diferencia de los
sistemas caóticos, este tipo de sistemas presentan un compor-
tamiento mas complejo, es decir, tiene un atractor más com-
plejo (Yujun et al., 2010). Décadas después, Sprott presentó un
conjunto de sistemas caóticos, representados por una ecuación
diferencial de tercer orden, que tienen dos o tres términos no li-

neales (Sprott, 1994). Derivado de lo anterior, en años recientes,
se ha reportado el desarrollo de modelos caóticos que presen-
tan atractores con formas más complejas, es decir, con sistemas
caóticos cuyos atractores se expanden en una o más direccio-
nes (Wang y Xiao, 2020). En este sentido, los sistemas caóticos
pueden ser categorizados en sistemas con múltiples alas y sis-
temas con múltiples enrollamientos. La diferencia entre éstos
sistemas es que los primeros contienen productos de sus varia-
bles de estado como términos no lineales mientras que los sis-
temas de múltiple enrollamiento no contiene productos de sus
variables de estado (Zhang y Wang, 2019).

En este marco de referencia, en los últimos años ha habi-
do un gran interés por parte de la comunidad cientı́fica en la
generación de modelos caóticos con múltiples enrollamientos.
De manera general, este tipo de sistemas están modelados por
una ecuación diferencial ordinaria de tercer orden (Liu et al.,
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2020). Como se menciona anteriormente, este tipo de sistemas
no contiene productos de sus variables de estado en el modelo,
es decir, estos presentan una función no lineal que genera los
enrollamientos. En la literatura se ha reportado modelos caóti-
cos de múltiple enrollamiento con un término no lineal confor-
mado por funciones lineales por partes (PWL, por su sigla en
inglés “piecewise linear”) (Carbajal-Gómez y Sánchez-López,
2019; Tlelo-Cuautle et al., 2015), por formas especiales de una
función seno (SFSF, por su sigla en inglés special form of a sine
function), funciones hiperbólicas (Chen et al., 2017; Signing et
al., 2019), entre otras, (Ding y Feng, 2020; Li y Zeng, 2023).

Dadas las caracterı́sticas de los sistemas caóticos de múlti-
ple enrollamiento, estos son utilizados como sistemas de en-
criptamiento en diversas áreas de las ciencias e ingenierı́a (por
ejemplo, biomedicina, comunicaciones seguras) (Bonny et al.,
2023; Pérez-Cruz et al., 2017). En este marco de referencia, la
seguridad es un indicador importante para medir el rendimien-
to del esquema de comunicación y un sistema de sincroniza-
ción caótica puede proporcionar caracterı́sticas para mejorar la
confiabilidad de los esquemas de comunicaciones seguras (Li
y Yue, 2020). En este contexto, la sincronización es un proce-
so en el que dos sistemas convergen a la misma dinámica. Pa-
ra lograr lo anterior, el esquema maestro-esclavo es el enfoque
más utilizado (Zambrano-Serrano et al., 2021). En este caso,
el sistema con dinámica caótica es considerado como sistema
maestro mientras que el sistema, que es forzado a seguir el sis-
tema maestro, es llamado esclavo. Respecto a la sincronización,
Pecora y Carroll fueron los pioneros (Pecora y Carroll, 1990).
El problema de sincronización es similar al diseño de obser-
vadores para sistemas no lineales (Nijmeijer y Mareels, 1997;
Sira-Ramirez y Cruz-Hernández, 2001). En años recientes, se
han diseñados observadores para sistemas caóticos con múlti-
ples enrollamientos utilizando diferentes metodologı́as: formas
hamiltonianas (Gámez-Guzmán et al., 2009), modos deslizan-
tes (Plata et al., 2020), entre otras. Cabe resaltar que en aplica-
ciones como la telemedicina, un factor importante es la sincron-
zación robusta entre el sistema maestro y el esclavo, es decir, se
busca una sincronización considerando que el sistema maestro
presenta variaciones paramétricas, variables de estados desco-
nocidas y/o incertidumbres en el modelo (Kekha Javan et al.,
2022; Roldán-Caballero et al., 2023). Ésto con la finalidad de
incrementar la seguridad en el encriptamiento de información
de los pacientes (Abundiz-Pérez et al., 2016; Murillo-Escobar
et al., 2017).

Motivado por lo anterior, en este artı́culo se presenta un es-
quema maestro-esclavo basado en un observador para resolver
el problema de sincronización de sistemas caóticos de múlti-
ple enrollamiento. El algoritmo propuesto considera al sistema
caótico de múltiple enrollamiento como maestro. Por otro lado,
para brindar robustez al esquema de sincronización, un obser-
vador extendido es considerado como sistema esclavo para esti-
mar todos los estados del sistema maestro y la no linealidad que
genera los múltiples enrollamientos. Es decir, el término no li-
neal se considera como una función desconocida. Ası́, en un es-
quema de encriptamiento, el usuario podrá ajustar los paráme-
tros del término no lineal de manera arbitraria y el observador
estimará la no linealidad sin necesidad de conocer dicha infor-
mación.

El presente artı́culo está organizado de la siguiente mane-

ra: en la Sección 2 se presenta el modelo general de un sistema
caótico de múltiple enrollamiento. En la Sección 3 se muestra
el diseño del observador de estado extendido y el análisis de
estabilidad en el sentido de Lyapunov. En la Sección 4 se pre-
senta simulaciones númericas considerando como ejemplo un
sistema caótico que presenta una forma especial de una función
seno como no linealidad. Finalmente, en la Sección 5 se pre-
sentan las conclusiones de esta investigación.

2. Planteamiento del problema

Considere el sistema caótico de múltiple enrollamiento

...
x + cẍ + bẋ + ax = d1 f (x, ẋ, ẍ,

...
x ) (1)

donde f (·) representa el término no lineal que genera los múlti-
ples enrollamientos y {a, b, c, d1} ∈ R. Definiendo x1(t) =
x(t), x2(t) = ẋ(t), x3(t) = ẍ(t), el sistema (1) puede ser repre-
sentado por la siguiente forma canónica:

ẋ1 = x2 (2a)
ẋ2 = x3 (2b)
ẋ3 = −ax1 − bx2 − cx3 + d1 f (x1, x2, x3). (2c)

Se reescribe el sistema (2) con la siguiente representación en
espacio de estado:

ẋ1 = x2 (3a)
ẋ2 = x3 (3b)
ẋ3 = −ax1 − bx2 − cx3 + x4 (3c)
ẋ4 = φ(t) (3d)

donde el término no lineal d1 f (·) en (2) es considerado como
un estado extendido, es decir, ẋ4 = φ(t). En la siguiente sección
se describe el diseño del observador de estado extendido para
el sistema (3).

3. Sincronización

El observador de estado extendido está definido de la si-
guiente manera:

˙̂x1 = x̂2 + l1(y − x̂1) (4a)
˙̂x2 = x̂3 + l2(y − x̂1) (4b)
˙̂x3 = −ax̂1 − bx̂2 − cx̂3 + x̂4 + l3(y − x̂1) (4c)
˙̂x4 = l4(y − x̂1) (4d)
y = x1 (4e)

donde x̂i(t), (i = 1, 2, 3, 4) representa la estimación de las va-
riables de estado xi(t). En el diseño del observador se considera
y = x1 como la salida medible del sistema (3). Al definir el vec-
tor del error de observación como x̃ ≜ [x1 − x̂1, . . . , x4 − x̂4]T ,
la dinámica del error queda definida como sigue:

˙̃x = Ax̃ − Bφ(t) − L
(
y −Cx̂

)
(5)
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with

A ≜


0 1 0 0
0 0 1 0
−a −b −c 1

0 0 0 0

 , B ≜


0
0
0
1

 ,
C ≜

[
1 0 0 0

]
, L ≜

[
l1, l2, l3, l4

]T
.

3.1. Análisis de estabilidad
Para el análisis de estabilidad, se asume lo siguiente:

(S1) Las soluciones del sistema (2) se mantienen acotadas de
manera uniforme para t ∈ [0,∞).

(S2) El escalar φ(t) en (5) es una función desconocida pero
con cota superior conocida, es decir, existe una constante
φ+ > 0 tal que: ∣∣∣φ(t)

∣∣∣ ≤ φ+. (6)

El análisis de estabilidad considera la función de Lyapunov
V(x̃) = x̃T Px̃ para el dinámica del error definida en (5). Aquı́,
P ∈ R4×4 es una matriz simétrica y definida positiva. La deri-
vada temporal de V̇

(
x̃
)

a lo largo de las trayectorias de (5) está
dada por:

V̇
(
x̃
)
= x̃T (P(A − LC) + (A − LC)T P

)
x̃ − 2x̃T PBφ(t). (7)

Ahora, V̇
(
x̃
)

puede reescribirse como:

V̇
(
x̃
)
= −x̃T Qx̃ − 2x̃T PBφ(t). (8)

Si la matrix P se selecciona tal que se satisface las siguiente
ecuación de Lyapunov:

P(A − LC) + (A − LC)T P = −Q, (9)

para cualquier matriz Q simétrica y definida positiva. Entonces,
bajo la suposición (S2), la derivada de la candidata de Lyapunov
V̇
(
x̃
)

es reducida a la siguiente desigualdad:

V̇
(
x̃
)
≤ −
(
λmı́n{Q1}

∥∥∥x̃∥∥∥ − 2φ+λmáx{P}
) ∥∥∥x̃∥∥∥. (10)

Ası́, V̇
(
x̃
)

es una función definida negativa para toda x̃ fuera del
conjunto

B =

{
x̃ :
∥∥∥x̃∥∥∥ > 2φ+λmáx{P}

λmı́n{Q1}

}
. (11)

Por lo tanto, las trayectorias de (5) son acotadas de manera uni-
forme. Por lo tanto, las soluciones del observador (4) se van
a encontrar acotadas alrededor de las soluciones del sistema
caótico (2).

4. Simulaciones numéricas

Para ilustrar la efectividad del observador propuesto, en esta
sección se considera el siguiente sistema de múltiples enrolla-
mientos (Ding y Feng, 2020):

ẋ1 = 10x2 (12a)
ẋ2 = 10x3 (12b)
ẋ3 = 10

(
− ax2 − cx3 − d1 f (x1)

)
(12c)

con el término no lineal f (x1) está definido como:

f (x1) ≜


− sin(2πbx1) −

kn
b ≤ x1 ≤

kp

b

+ sin(2πbx1) kp

b < x1

+ sin(2πbx1) −
kn
b > x1

(13)

donde {a, c, d1} ∈ R y {kn, kp} ∈ N+. En (12), el número de
enrollamientos y el tamaño del atractor puede ser modificado
arbitrariamente mediante una sintonización de los parámetros
en f (x1). El sistema (12) tiene las siguientes caracterı́sticas:

(i) Puede presentar una dinámica caótica, cı́clica o estable.

(ii) Con una sintonización de los parámetros kn y kp, se puede
generar un atractor caóticos con múltiples enrollamien-
tos. El número de enrollamientos puede ser distribuido en
el lado derecho y/o izquierdo del plano de fase (x1, x2).

Para fines de estudio, se considera las dinámicas caóticas y
cı́clicas en esta sección. Los valores de parámetros para cada
caso se describen en la Tabla 1 y las respectivas dinámicas se
muestran en la Figura 1.

Tabla 1: Valores de parámetros para diferentes dinámicas.
Dinámica

Parámetro Cı́clico Caótico Caótico Caótico
a 0.3 0.3 0.3 0.3
b 0.25 0.25 0.25 0.25
c 0.3 0.3 0.3 0.3
d 0.12 0.35 0.35 0.35
kn 3 2 3 3
kp 3 2 3 2

En la Figura 1(a) se puede observar que el sistema (12) pre-
senta una dinámica cı́clica. Las Figuras 1(b) y 1(c) muestran
que el sistema tiene una dinámica caótica. En este caso, se ob-
serva que el número de enrollamientos esta distribuido equitati-
vamente en ambos lados del plano de fase (x1, x2). Por otro la-
do, en la Figura 1(d) se observa que en lado izquierdo del plano
de fase (x1, x2) hay más enrollamientos que en lado derecho.

Para el diseño del observador se considera como estado ex-
tendido el término no lineal (13), por lo tanto, el observador se
define como

˙̂x1 = 10
(
x̂2 + l1(y − x̂1)

)
(14a)

˙̂x2 = 10
(
x̂3 + l2(y − x̂1)

)
(14b)

˙̂x3 = 10
(
− ax̂1 − cx̂3 + x̂4 + l3(y − x̂1)

)
(14c)

˙̂x4 = 10l4(y − x̂1) (14d)
y = x1 (14e)

y la dinámica del error queda representada de la forma (5) con:

A ≜


0 10 0 0
0 0 10 0

−10a 0 −10c 10
0 0 0 0

 , B ≜


0
0
0

10

 ,
C ≜

[
1 0 0 0

]
, L ≜ 10

[
l1, l2, l3, l4

]T
.
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(a) Dinámica cı́clica. (b) Chaotic dynamic.
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(c) Chaotic dynamic.
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(d) Chaotic dynamic.

Figura 1: Planos de fase del sistema (12) con diferentes dińamicas.
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(a) Sincronización con dinámica cı́clica. (b) Sincronización con dinámica caótica.

(c) Sincronización con dinámica caótica. (d) Sincronización con dinámica caótica.

Figura 2: Planos de fase del sistema (12) y del observador (14), considerando diferentes dińamicas.
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(a) Error de sincronización con dinámica cı́clica (d1 =

0.12, kn = 3, kp = 3).
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(b) Estimación del término d1 f (x1), con dinámica cı́clica
(d1 = 0.12, kn = 3, kp = 3).
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(c) Error de sincronización con dinámica caótica (d1 =

0.35, kn = 2, kp = 2).
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(d) Estimación del término d1 f (x1), con dinámica caóti-
ca (d1 = 0.35, kn = 2, kp = 2).
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(e) Error de sincronización con dinámica caótica (d1 =

0.35, kn = 3, kp = 3).
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(f) Estimación del término d1 f (x1), con dinámica caótica
(d1 = 0.35, kn = 3, kp = 3).
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(g) Error de sincronización con dinámica caótica (d1 =

0.35, kn = 3, kp = 2).
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(h) Estimación del término d1 f (x1), con dinámica caóti-
ca (d1 = 0.35, kn = 3, kp = 2).

Figura 3: Errores de sincronización y estimaciones del termino término d1 f (x1), considerando diferentes dińamicas.
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Las simulaciones numéricas utilizan el método implı́cito de
Euler (con un paso de integración h = 1 × 10−3) para resolver
(12) y (14). Las condiciones iniciales fueron establecidas como:

x(0) =
[
x1(0), x2(0), x3(0)

]T
= 0.1 ∈ R3, (15)

x̃(0) =
[
x̃1(0), x̃2(0), x̃3(0), x̃4(0)

]T
= 0.5 ∈ R4. (16)

El vector de ganancia L del observador fue sintonizado por co-
locación de polos A − LC, con l1 = 2

5ω0 − c, l2 = 3
50ω

2
0 − cl1,

l3 = 2
500ω

3
0 − a − cl2 y l4 = 1

10000ω
4
0 para ω0 = 50 rad/seg.

La Figura 2 ilustra la sincronización del observador (14) con
el sistema (12). Se puede observar que los plano de fase (x̂1, x̂2)
convergen al los planos de fase (x1, x2) del sistema (12). En la
Figura 3 se presentan los errores de sincronización y las estima-
ciones del término no lineal d1 f (x1) para las diferentes dinámi-
cas. En las Figuras 3(a), 3(c), 3(e) y 3(g) se muestran los errores
de sincronización x̃1(t), x̃2(t), x̃3(t) tiempo después de la res-
puesta transitoria, particularmente, durante t ∈ [60, 80]. Aquı́,
se puede apreciar que los errores de sincronización se mantie-
nen acotados y oscilando alrededor de cero. Por otro lado, en
las Figuras 3(b), 3(d), 3(f) y 3(h) se muestra la estimación del
término no lineal d1 f (x1). Aquı́, se puede observar que la tra-
yectoria de x̂4 converge hacia la dinámica d1 f (x1) y se me man-
tiene oscilando alrededor de ella. Es importante resaltar que el
observador propuesto se sincroniza con los sistema caóticos de
múltiple enrollamiento de la forma (1) sin conocer el término
no lineal f (·) que genera los enrollamientos. Además, el análisis
presentado puede ser extendido a sistemas caóticos de múltiple
enrollamiento representados por ecuaciones diferenciales ordi-
narias de orden mayor a tres.

5. Conclusiones

Este artı́culo describe el diseño de un observador de estado
extendido para resolver el problema de sincronización de sis-
temas caóticos de múltiple enrollamiento. En la propuesta, los
sistemas caóticos en estudio están descritos por una ecuación
diferencial ordinaria de tercer orden, donde el único término no
lineal se considera como estado extendido. Mediante el análisis
de estabilidad de Lyapunov se demuestra que la trayectorias de
los errores de estimación se mantienen acotados de manera uni-
forme. Simulaciones de un ejemplo númerico ilustran la efecti-
vidad del observador propuesto. La dirección de esta investiga-
ción se enfoca en el encriptamiento de información biométrica.
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Pérez-Cruz, J. H., Portilla-Flores, E. A., Niño-Suárez, P. A., y Rivera-Blas, R.
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Roldán-Caballero, Alfredo and Pérez-Cruz, J Humberto and Hernández-
Márquez, Eduardo and Garcı́a-Sánchez, José Rafael and Ponce-Silva, Ma-
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